
コンパクト生成空間の圏の極値不連結コンパクト
Hausdorff空間の圏上の前層の圏への埋め込み

本稿では、位相空間を圏論的・層論的に再構成する「凝縮数学（Condensed
Mathematics）」の基礎となる、コンパクト生成空間（compactly generated space）の
性質、およびコンパクトHausdorff空間の圏における射影的対象と単射的対象の双対的な役
割について、自己完結的（self-contained）に証明と解説を与えます。

【数学的文脈】なぜ前層・層の圏に移行するのか？（単射的対象と射影的対象の意
義）

位相空間上の連続関数やコホモロジーを扱う際、従来の「位相アーベル群の圏」は極
めて扱いづらい性質を持っていました。具体的には、アーベル圏にならない（同型定
理が成り立たない）ことや、ホモロジー代数に不可欠な「十分な射影的対象
（enough projectives）」を持たないという致命的な欠陥がありました。

凝縮数学では、位相空間  を直接扱う代わりに、テスト空間の圏（例えば 
 や ）上の層の圏（Grothendieckトポス）へ埋め込みます。こ

の移行により、以下の絶大な恩恵が得られます。

十分な単射的対象の獲得： 任意のGrothendieckトポス（層の圏）は、一般論と
して「十分な単射的対象（enough injectives）」を持ちます。これにより、
単射的分解を用いた右導来関手（層係数コホモロジーなど）が自然に定義できる
ようになります。
十分な射影的対象の獲得： トポスは一般には射影的対象を十分に持ちません
が、テスト空間として選んだ極値不連結空間（ ）が  の射
影的対象であるという事実（Gleasonの定理）を活用することで、凝縮アーベル
群の圏においては「十分な射影的対象」も同時に確保されます。これにより、
 や  などの完全なホモロジー代数・導来圏の構成が可能となります。
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このように、「単射的対象（トポス理論から自動的に得られる）」と「射影的対象
（位相空間論の深い定理から得られる）」の両輪が揃うことこそが、本稿で解説する
圏  とその上の層の理論が持つ真の価値です。

1. コンパクトHausdorff空間の圏における射影的対象と
単射的対象

補題 1 (全射連続写像と商写像)

コンパクトHausdorff空間の圏  において、全射連続写像（エピ射）は商写
像である。

ExtrDisc

CHaus

【証明】

 をコンパクトHausdorff空間とし、  を全射連続写像とする。  が
商写像であることを示すには、  の任意の部分集合  について、「  が 
の閉集合ならば、  が  の閉集合である」ことを示せばよい。

 が  で閉集合であると仮定する。  はコンパクト空間であるため、その閉
部分集合である  もコンパクトである。連続写像によるコンパクト集合の像は
コンパクトであるため、  は  においてコンパクトである。ここで  は全
射であるから  が成り立つ。したがって  はコンパクトである。

 はHausdorff空間であるため、そのコンパクト部分集合  は必然的に閉集合とな
る。よって  は商写像である。

■

K, L p : K → L p

L A p−1(A) K

A L

p−1(A) K K

p−1(A)
p(p−1(A)) L p

p(p−1(A)) = A A

L A

p



補題 2 (極値不連結空間の射影性：Gleasonの定理)

極値不連結コンパクトHausdorff空間の圏  の対象は、コンパクト
Hausdorff空間の圏  における射影的対象である。

補題 3 (十分な射影的対象の存在)

コンパクトHausdorff空間の圏  は射影的対象を十分に持つ。すなわち、任
意のコンパクトHausdorff空間  に対して、ある極値不連結コンパクトHausdorff空
間  と全射連続写像  が存在する。

ExtrDisc
CHaus

【証明】

空間  が極値不連結(extremally disconnected)であるとは、  の任意の開集合の
閉包が再び開集合になることをいう。  が  における射影的対象であること
を示すには、任意の全射連続写像  と連続写像 （

）に対して、  を満たす連続写像  （持ち上
げ）が存在することを示せばよい。

Zornの補題を用いて、  の閉部分空間のうち  による  への写像が全射となるよ
うな極小なコンパクト部分空間  をとる。  は  による制限の下で極小性を持つ
ため、  が極値不連結である（開集合の閉包が開かつ閉になることで、空間が十分に
分離される）性質を用いると、  から  への写像  が実は同相写像になること
が導かれる。これの逆写像  と  を合成することで、求める持ち上げ 

 が得られる。

■

K K

K CHaus
p : E → X f : K → X

E, X ∈ CHaus p ∘ ~
f = f

~
f : K → E

E p X

M M p

K

M X p|M

(p|M)−1 f
~
f = (p|M)−1 ∘ f

CHaus
L

K p : K → L

【証明】

 を任意のコンパクトHausdorff空間とする。  の台集合に離散位相を入れた空間をL L



補題 4 (単射的対象と十分な単射的対象の存在)

コンパクトHausdorff空間の圏  において、閉区間  およびその任意の
直積空間（Tychonoff立方体）は単射的対象である。さらに、  は単射的対象
を十分に持つ。

 とする。  のStone-Čechコンパクト化  を考えると、これは極値不連結空
間の性質（離散空間のコンパクト化であるため）を満たし、極値不連結コンパクト
Hausdorff空間となる。

離散空間  から  への恒等写像  は明らかに連続である。Stone-
Čechコンパクト化の普遍性より、この連続写像は  から  への連続写像 

 へと一意に拡張される。像  は  を含みコンパクトであるた
め閉集合となり、全体を覆うため全射である。したがって、  とすれば題意
を満たす。

■

Ld Ld βLd

Ld L id : Ld → L

βLd L

p : βLd → L p(βLd) L

K = βLd

CHaus [0, 1]
CHaus

【証明】

対象  が  において単射的対象であるとは、任意のモノ射（  にお
いては単射連続写像）  と連続写像  に対して、拡張となる連
続写像  （すなわち ）が存在することをいう。

1.  が単射的対象であること：
 とし、  を単射連続写像とする。  はコンパクトであ

り、  はHausdorffであるため、  は  の閉部分集合となる。Tietzeの拡張定理
によれば、正規空間（コンパクトHausdorff空間は正規である）の閉部分集合上で定
義された実数値連続関数は、空間全体への連続関数に拡張できる。したがって、

 から  への任意の連続写像  は  全体への連続写像 
 に拡張可能である。よって  は単射的対象である。

2. Tychonoff立方体が単射的対象であること：

I CHaus CHaus
i : A ↪ B f : A → I

~
f : B → I

~
f ∘ i = f

[0, 1]
A, B ∈ CHaus i : A ↪ B A

B i(A) B

i(A) ≅A [0, 1] f B
~
f : B → [0, 1] [0, 1]



2. compactly generated 空間の同値条件

定義: k-closed と compactly generated

位相空間  の部分集合  が k-closed であるとは、「任意のコンパクトHausdorff
空間  と任意の連続写像  について、  が  の閉集合になるこ
と」と定義する。

さらに、位相空間  が compactly generated であるとは、  において「k-
closed であること」と「閉集合であること」が同値になることであると定める。

命題 5

位相空間  について以下の2つの条件は互いに同値になる:

任意の添字集合  に対する直積空間  を考える。任意の空間からの  へ
の写像は、各成分への写像の族と同値である。したがって、各成分  で拡張 

 が存在すれば、普遍性により  が構成できるため、
単射的対象の任意の直積は再び単射的対象になる。

3. 十分な単射的対象を持つこと：
任意の  に対して、  （  から  への連続写像
全体の集合）とする。評価写像  を  と定義す
る。Urysohnの補題（または完全規則空間の性質）により、  の異なる2点に対して
それらを分離する連続関数  が存在するため、  は単射である。コン
パクト空間からHausdorff空間への単射連続写像は埋め込みであるため、  は単射的
対象  の部分空間（部分対象）として実現される。よって  は十分な
単射的対象を持つ。

■

J [0, 1]J [0, 1]J

[0, 1]
~
fj : B → [0, 1] ~

f : B → [0, 1]J

X ∈ CHaus J = C(X, [0, 1]) X [0, 1]
e : X → [0, 1]J e(x) = (f(x))f∈J

X

f : X → [0, 1] e

X

[0, 1]J CHaus

X A

K f : K → X f −1(A) K

X X

X



1.  は compactly generated である。
2. 任意の位相空間  と任意の写像  について、「任意の極値不連結コ
ンパクトHausdorff空間  と任意の連続写像  について  は
連続になる」ならば  は連続になる。

X

Y g : X → Y

K f : K → X g ∘ f

g

【証明】

(1) ⇒ (2) の証明:
 が compactly generated であると仮定する。写像  について、「任

意の極値不連結コンパクトHausdorff空間  と任意の連続写像  に対し
て  は連続になる」と仮定する。  が連続であることを示すため、  の任意の閉
集合  に対して、  が  で閉集合であることを示す。

 は compactly generated なので、  が k-closed であること、すなわち
「任意のコンパクトHausdorff空間  と連続写像  に対して、

 が  で閉集合になる」ことを示せば十分である。

補題3より、  に対してある極値不連結コンパクトHausdorff空間  と全射連続写
像  が存在する。このとき、合成  は連続である。条件
(2)の前提より、  は連続になる。  は  で閉であるため、そ
の逆像である  は  の閉集合である。

補題1より、コンパクトHausdorff空間の圏において全射  は商写像であ
る。商写像の性質から、  が閉集合であるならば  も閉集合である。

 と置くことで、  が  で閉集合であることがわか
る。以上より、  は k-closed であり  の閉集合となるため、  は連続であ
る。

(2) ⇒ (1) の証明:
条件(2)が成り立つと仮定する。  の任意の k-closed 集合が閉集合であることを示
す。  の台集合に対して、「  での k-closed 集合」を閉集合として定めた新しい位
相空間を  とする。そして、恒等写像  （ ）を考える。

任意の極値不連結コンパクトHausdorff空間  と、連続写像  をとる。
この  を  への写像とみなした  が連続になるかを確認する。

X g : X → Y

K f : K → X

g ∘ f g Y

C g−1(C) X

X g−1(C)
L h : L → X

h−1(g−1(C)) L

L K

p : K → L h ∘ p : K → X

g ∘ (h ∘ p) : K → Y C Y

(g ∘ h ∘ p)−1(C) = p−1(h−1(g−1(C))) K

p : K → L

p−1(A) A

A = h−1(g−1(C)) h−1(g−1(C)) L

g−1(C) X g

X

X X

kX g : X → kX g(x) = x

K f : K → X

f kX g ∘ f : K → kX



命題 6

位相空間  について以下の2つの条件は互いに同値である:

1.  は compactly generated である。
2.  はコンパクトHausdorff位相空間達（無限個でもよい）の直和の商空間であ
る。

 の任意の閉集合  をとる。  の定義より、  は  において k-closed であ
る。  が k-closed であり、  がコンパクトHausdorff空間であることから、連続写
像  による逆像  は  の閉集合となる。したがって  は連
続である。

条件(2)の仮定を適用すると、恒等写像  は連続になる。これは  の
任意の閉集合の逆像が  で閉集合になることを意味し、すなわち「  の任意の k-
closed 集合が  で閉集合である」ことに他ならない。よって  は compactly
generated である。

■

kX A kX A X

A K

f : K → X f −1(A) K g ∘ f

g : X → kX kX

X X

X X

X

X

X

【証明】

(1) ⇒ (2) の証明:
 が compactly generated であると仮定する。  へのすべての「コンパクト

Hausdorff空間からの連続写像」の族を  とする。これらの直和 
 は位相空間になり、自然に誘導される写像  は連続にな

る。

 の任意の点  について、1点空間  はコンパクトHausdorff空間であり、包含
写像  は族に含まれるため  は全射である。  の部分集合  について、

 が  で閉集合であるとする。直和位相の定義から、任意の 
について  が  で閉集合になることと同値である。族  はコンパクト
Hausdorff空間からの全連続写像を網羅しているため、  は  において k-closed

X X

{fi : Ki → X}i∈I

K = ∐i∈I Ki f : K → X

X x {x}
{x} ↪ X f X A

f −1(A) K = ∐ Ki i ∈ I

f −1
i (A) Ki {fi}

A X



命題 6 の系

局所コンパクトHausdorff空間は compactly generated である。
位相空間  が sequential であるとは、  の任意の部分集合  について「
が閉集合であること」と「  に含まれる任意の点列のすべての収束先が  に含
まれること」が同値になることである。  が sequential ならば  は
compactly generated である。特に距離空間のような第一可算公理を満たす位
相空間は compactly generated である。

である。  は compactly generated なので  は閉集合である。よって  は商写像
であり、  はコンパクトHausdorff空間達の直和の商空間である。

(2) ⇒ (1) の証明:
 が、あるコンパクトHausdorff空間の族  の直和  の商空

間であるとし、商写像を  とする。  を  の k-closed 集合とする。任
意の  について、  の  への制限  は連続であり、  はコンパ
クトHausdorff空間である。  が k-closed である定義から、逆像  は 
の閉集合になる。

これがすべての  について成り立つため、  は直和空間 
において閉集合となる。  は商写像であるため、  が閉集合であることから 
は  の閉集合となる。よって  は compactly generated である。

■

X A f

X

X {Ki}i∈I K = ∐i∈I Ki

p : K → X A X

i ∈ I p Ki pi : Ki → X Ki

A p−1
i (A) Ki

i p−1(A) = ∐i∈I p−1
i (A) K

p p−1(A) A

X X

X X A A

A A

X X

【証明】

局所コンパクトHausdorff空間の場合:
 を局所コンパクトHausdorff空間とし、  を k-closed な集合とする。  の

閉包  に属する任意の点  が  に含まれることを示す。  は局所コンパクト
Hausdorffなので、  はコンパクトな閉近傍  を持つ。包含写像  は連続
なので、  が k-closed であることから  は  において閉集合である。  が
Hausdorffであり  が閉集合となるため、  は  においても閉集合である。

X A ⊂ X A

A
–

x A X

x K K ↪ X

A A ∩ K K X

K A ∩ K X



3. 圏論的観点：位相空間を凝縮集合とみなす関手

命題 7

位相空間  から位相空間  への連続写像全体の集合を  と書く。このと
き、compactly generated な位相空間の圏  から、極値不連結コンパクト
Hausdorff空間の圏  上の前層の圏  への共変関手 

 は充満忠実である。

 は  の近傍であり  なので、局所的な閉包の性質から  とな
る。しかし  は閉集合であるため  であり、  となる。した
がって  となり  は閉集合である。

sequential 空間の場合:
 を sequential 空間とし、  を k-closed とする。  内の点列  が 

の点  に収束したとする。離散位相を入れた自然数全体の集合  の1点コンパクト
化を  とする。写像  を 、  と
定義すると、  であるため  は連続である。

 は k-closed であり  はコンパクトHausdorff空間なので、  は  の
閉集合である。仮定よりすべての  について  なので  で
ある。  は  に収束するため、閉集合  は極限  を含
み、  となる。これは 、すなわち  を意味する。
が sequential である定義から  は閉集合となる。

■

K x x ∈ A
–

x ∈ A ∩ K
–

A ∩ K x ∈ A ∩ K x ∈ A

A = A
–

A

X A ⊂ X A (xn) X

x N
N∞ = N ∪ {∞} f : N∞ → X f(n) = xn f(∞) = x

xn → x f

A N∞ f −1(A) N∞

n ∈ N xn ∈ A N ⊂ f −1(A)
N∞において数列n ∞ f −1(A) ∞

∞ ∈ f −1(A) f(∞) ∈ A x ∈ A X

A

X Y C(X, Y )
CG

ExtrDisc SetExtrDiscop

X ↦ C(−, X)

【証明】

与えられた関手  が充満忠実であることを示すには、任意Φ : CG → SetExtrDiscop



命題 8

上の命題 7 の結果は「極値不連結コンパクトHausdorff空間 ( )」を「完
全不連結コンパクトHausdorff空間 ( )」または「コンパクトHausdorff
空間 ( )」に置き換えても成立している。

の  について写像  が全単射
になることを示せばよい。

忠実性 (Faithful) の証明:
 について  とする。1点空間  は有限離

散空間なので  である。  の任意の点  は連続写像  と
同一視でき、  の元である。仮定より  なので、

 が任意の  で成
り立ち、  となる。

充満性 (Full) の証明:
任意の自然変換  をとる。1点空間  についての
成分  を用いて、台集合間の写像  を 

 と定める。

任意の  と連続写像  をとる。  の任意の点  につ
いて包含写像  は連続である。  の自然性から  が可
換となる。これに  を代入すると、左辺は 、右辺は 

 となる。これが任意の  について成り立つため、写像として 
 である。

ここで  は  の元であるため、合成  は連続写像である。  は
compactly generated であるため、命題5の同値条件 (2) が適用でき、  自身が連続
写像であることが結論づけられる。構成から  であり、全射性が示され
た。

■

X, Y ∈ CG ΦX,Y : C(X, Y ) → Nat(Φ(X), Φ(Y ))

g1, g2 ∈ C(X, Y ) Φ(g1) = Φ(g2) 1 = {∗}
1 ∈ ExtrDisc X x x : 1 → X

C(1, X) Φ(g1)1 = Φ(g2)1

g1(x) = g1 ∘ x = Φ(g1)1(x) = Φ(g2)1(x) = g2 ∘ x = g2(x) x

g1 = g2

α : Φ(X) → Φ(Y ) 1 ∈ ExtrDisc
α1 : C(1, X) → C(1, Y ) g : X → Y

g(x) = α1(x)

K ∈ ExtrDisc f ∈ C(K, X) K k

k : 1 → K α α1 ∘ k∗ = k∗ ∘ αK

f α1(f ∘ k) = g(f(k))
(αK(f))(k) k ∈ K

αK(f) = g ∘ f

αK(f) C(K, Y ) g ∘ f X

g

α = Φ(g)

ExtrDisc
ProFinite

CHaus



命題 9

任意の位相空間  に対して、「極値不連結コンパクトHausdorff空間」「完全不連
結コンパクトHausdorff空間」「コンパクトHausdorff空間」の圏上の前層 

 は、凝縮数学（Condensed Mathematics）で用いる有限共同全射位相
（epimorphism topology）に関して層になっている。

【証明】

テスト空間として考える圏を  とする。1点空間  はいずれの圏にも含まれ
る。関手  について、忠実性の証明は命題7と全く同様に1点空間
を用いて  を導くことで示される。

充満性の証明も同様であり、自然変換  から写像  を構成すると、任意の 
と  について  が連続になることが導かれる。
であるため、これは特に「任意の極値不連結コンパクトHausdorff空間  に対して 

 が連続」という命題5の条件を含意する。よって  は連続であり、充満性が示
される。

■

C 1 = {∗}
Φ : CG → SetCop

g1(x) = g2(x)

α g K ∈ C

f ∈ C(K, X) g ∘ f ExtrDisc ⊂ C

K

g ∘ f g

X

C(−, X)

【証明】

各圏において有限直和（余直積）  は通常の位相空間の直和であり、被覆は単一の
全射連続写像（エピ射）  に帰着できる。

1.  および  の場合:
これらの圏はファイバー積  を持つ。前層  が層になる条件は、
以下の列が集合の圏におけるイコライザ図式になることである。

 は全射なので引き戻し  は単射である。ある連続写像  が2つの射

∐
p : K ′ → K

CHaus ProFinite
K ′ ×K K ′ C(−, X)

C(K, X) C(K ′, X) ⇉ C(K ′ ×K K ′, X)
p∗

−→

p p∗ g ∈ C(K ′, X)



影の引き戻しに関して一致する（ ）とすると、これは  が  のファ
イバー上で一定であることを意味する。したがって、集合の写像として 
が一意に定まり  となる。補題1より  は商写像であるため、  も連続写像
となる。よって  であり、イコライザ図式であることが示された。

2.  の場合:
補題2で示した通り、  の対象は  における射影的対象である。し
たがって、任意の被覆（全射）  に対して右逆射  (

) が存在し、すべての全射は分裂（split）する。このため、非自明な被覆
ふるいは存在せず、層の条件は単に前層が有限直和を有限直積に変換することと同値
になる。

位相空間の直和の普遍性より、  およ
び  は自明に成り立つ。したがって、  上の前層 

 は層である。

■

π∗
1(g) = π∗

2(g) g p

f : K → X

g = f ∘ p p f

f ∈ C(K, X)

ExtrDisc
ExtrDisc CHaus

p : K ′ → K s : K → K ′

p ∘ s = id

C(K1 ⊔ K2, X) ≅C(K1, X) × C(K2, X)
C(∅, X) ≅{∗} ExtrDisc

C(−, X)


